CAPITOLUL 6

CODURI BLOC

6.1. PRINCIPIUL CODARII BLOC

Pentru a transmite informatie la distantd, se utilizeazd canale de
comunicatie, construite prin exploatarea mediilor de propagare a undelor de
diverse naturi (acustice, electrice, electromagnetice, optice). Undele pot fi
ghidate (in cabluri electrice, fibra opticd, radiorelee) sau se propaga liber (in
aer, vidul cosmic, apele oceanelor).

Parametrii cheie de care dispune proiectantul unui sistem digital de
comunicatie sunt puterea de emisie a semnalului si largimea de banda a
canalului. Orice canal, insa, este afectat de zgomot, care poate face ca, din
cand in cand, receptorul sa ia decizii gresite cu privire la adevaratul simbol
transmis. Un canal de comunicatie se caracterizeaza printr-o rata a erorilor,
definitd ca raport dintre numarul de biti detectati gresit de receptor si
numadrul total de biti receptionati. Pentru un canal de comunicatie utilizabil,
rata erorilor de bit trebuie sd fie mica.

Teorema codarii unui canal demonstratd de Shannon ne spune ci,
dacd un canal discret farda memorie are o capacitate C iar o sursa genereaza
informatie la o vitezd mai mica decat C, existd o tehnica de codare astfel
incat semnalul de la iesirea sursei poate fi transmis pe canal cu o
probabilitate arbitrar de mica a erorii de simbol. Teorema codérii canal pune
deci o limitad fundamentald a vitezei cu care se poate transmite fiabil pe un
canal dat, si anume, C. Ea insd nu ne spune si cum putem face aceasta. Cu
timpul, s-a dezvoltat o teorie vastd a codurilor detectoare si corectoare de
erori, teorie care, desi a atins deja un nalt nivel de maturitate, continua sa
fie imbogatita cu noi si noi contributii ale specialistilor din intreaga lume.
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O subclasa importanta a codurilor detectoare si corectoare de erori
grupeaza codurile bloc. Pentru simplitate, dacad nu se precizeaza altfel,
simbolurile sunt binare si le numim bifi. Sursa emite un bit la fiecare 7}
secunde. Canalul este binar simetric, adica, sursa emite un sir aleator de 0 si
1, iar receptorul da la iesire un sir corespunzator de O si 1, aceasta insa, cu o
probabilitate de eroare p. Numim probabilitate de tranzitie probabilitatea ca,
datoritd zgomotului, receptorul sa transforme un 1 in 0 sau un 0 in 1.
Diagrama probabilitatii de tranzitie a unui canal binar simetric este aratata in
figura 6.1.

Este clar ca, daca nu ludm anumite masuri de prevedere, orice eroare
de bit ramane nedetectatd. Pentru a mari sansele ca receptorul sa decida
corect, impartim sirul bitilor de emisie In blocuri de cate £ biti, numiti biti
de mesaj, iar la acestia addugadm n—k biti redundanti, legati algebric de cei k&
biti de mesaj, rezultand blocuri de » biti numite cuvinte de cod. Codul bloc
este setul celor 2* cuvinte de cod. Lungimea cuvantului de cod fiind #,
existd 2" blocuri de n biti, dintre care numai 2F < 2" sunt cuvinte de cod.
Daca receptorul constatd cd blocul de n biti nu este cuvant de cod,
interpreteaza aceasta ca indiciu cd s-a produs o eroare: spunem ca
detecteaza eroarea. Un cod bloc bine proiectat este Tnzestrat §i cu o oarecare
capacitate de a corecta erorile. Rata codului: R = k/n determind volumul
redundantei.

l-p
bit 0 0 > 0 bit0
p
p
bit 1 1 N 1 bit 1
I-p

Fig. 6.1. Diagrama probabilitatii de tranzitie a unui canal binar simetric.
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Codurile bloc pot fi liniare si neliniare, dupa cum bitii redundanti
sunt sau nu combinatii liniare de bitii de mesaj. Toate codurile bloc pe care
le studiem 1n continuare sunt liniare.

6.2. CODURI BLOC LINIARE

Prin definitie, un cod bloc de lungime » compus din 2* cuvinte se
numeste cod liniar (n,k) dacd si numai dacd cele 2% cuvinte de cod
formeaza un subspatiu k-dimensional al spatiului vectorial al tuturor n—
tuplurilor cu elemente din corpul Galois CG(2).

Este bine sd ne reamintim definitia spatiului vectorial. Un spatiu
vectorial V' este o multime de elemente numite vectori impreuna cu doua
operatii, una internd, numitd adunare vectoriald, i o alta externd, numita
inmultire cu scalari dintr-un corp S. Spatiul vectorial are structurd algebrica
de grup pentru adunarea vectoriald, elementul neutru fiind notat cu 0.
Scalarii din S au un element neutru pentru adunare notat cu 0 si un element
neutru pentru inmultire notat cu 1. Trebuie ca 1-v =v pentru orice ve V.
Un spatiu vectorial este n-dimensional daca el contine un set de n vectori
liniar independenti si daca orice set de (n + 1) vectori este liniar dependent.

Orice astfel de set de n vectori liniar independenti constituie o baza
a spatiului vectorial pe care se spune ca il genereazd, in sensul ca orice
vector din V' se poate scrie ca o combinatie liniard de vectorii bazei. Baza nu
este unica.

Un set de k <n vectori liniari independenti genereaza un subspatiu
vectorial k-dimensional al spatiului vectorial n-dimensional. S aplicdm
aceastd proprietate in cazul unui cod bloc liniar. Este deci posibil sa gasim k&
cuvinte de cod liniar independente g,,g,,---,g,_, astfel incat fiecare cuvant

de cod v sa fie o combinatie liniara a acestora:

V=ug, tu g+ tu g, (6.1)

unde u#, =0 sau I pentru 0 <i<k-1.

Aranjam cele & cuvinte de cod liniar indepentente ca linii ale unei
matrice k£ xn dupa cum urmeaza:
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(g, | (20 &n  &n “8on-1 |
g 8o &u 82 8

G =\ =" (6.2)
181 | 8k10 k11 i1z 8kt |

unde g, =(g,-o,g,«1,"‘ag,.,n_1) pentru 0 <i<k-1.

Sa scriem blocul celor k£ biti de mesaj ca vector linie
u = (uy,u,,---,u,_, ). Este clar ca putem scrie cuvantul de cod corespunzitor

v dupa cum urmeaza:

o
g

V=“'G=(“05”1a"'a”k1) ' =u,gy tu g +otu g, . (6.3)

| 81

Sa observam ca, impunand codului bloc proprietatea de liniaritate,
am obtinut o simplificare considerabild a procesului de codare. Intr-adevir,
pentru un cod bloc neliniar, aplicatia bijectivd a multimii mesajelor in
multimea cuvintelor de cod trebuie datd cu ajutorul a ceea ce numim o carte
de cod, care nu este nimic altceva decat lista completd a celor 2k perechi
mesaj-cuvant de cod. Conditia de liniaritate reduce memoria necesara la
numai k cuvinte de cod care sunt liniile matricei generatoare G. Precizam ca
matricea generatoare G a unui cod dat nu este unica, intrucat orice alt set de
k cuvinte de cod liniar independente poate servi aceluiasi scop. O
simplificare §i mai mare a procesului de codare se realizeaza inzestrand
codul bloc liniar cu structura sistematica a cuvintelor de cod, in care un
cuvant de cod se compune din doud parti, partea de mesaj si partea
redundanta de control.

Sd notdm cu c,, ¢, --,c,,, cei (n—k) biti de control. Adoptdm
conventia cd primul bit emis 1n timp dintr-un bloc este cel mai din dreapta.
Cu aceasta, structura unui cuvant de cod sistematic este cea aritatd in
figura 6.2. Este normal ca bitii de mesaj sa fie transmisi inaintea celor de
control al paritatii, dar unii autori utilizeaza optiunea inversa.
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CosCrs s Cp g |UosUps Uy

Fig. 6.2. Structura unui cuvant de cod sistematic.

Acest format permite extragerea directd a mesajului din cuvantul de
cod. Matricea generatoare pentru un cod bloc sistematic are forma
urmatoare:

G=[P I,] (6.4)
unde I; este matricea identitate k x k iar P este o matrice kx(n—k) de
forma

 Poo Po “'p(),n—k—l_
Po Pu TPk
P=| (6.5)

| Pra10 Pray " Proin—k |

unde p, =0 sau I.

Relatia dintre mesajul uz(uo,ul,m,uk_l) si cuvantul de cod

corespunzator este:

v=u-G (6.6)
In conformitate cu (6.4) si (6.5), componentele lui v sunt:
Vo =u;, pentru 0<i<k-1 (6.7a)

si
v, =uypy, tu,p,; ++u,p,,; pentru 0<j<n-k-1. (6.7b)

Se constatd ca, impunandu-se unui cod bloc liniar conditia de a fi
sistematic, dimensiunea matricei pe care trebuie sd 0 memoreze generatorul
de cod se reduce de la kxn la kx (n - k), un avantaj deloc neglijabil.

Vom introduce acum o altd matrice importantd, si anume, matricea
de control al paritatii H. Se stie de la teoria spatiilor vectoriale ca, pentru
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orice matrice generatoare kxn, notatdi cu G, cu cele k£ linii liniar
independente, existd o matrice (n—k)xn, notatd cu H, cu cele (n—k) linii
liniar independente, astfel incat orice vector din spatiul generat de liniile lui
G este ortogonal cu liniile lui H, iar orice vector care este ortogonal cu
liniile lui H se gaseste in spatiul generat de liniile lui G. Putem, deci, descrie
codul liniar (n,k) generat de G si in modul urmitor: un n-tuplu v este un
cuvant de cod din codul bloc generat de G daca si numai daca

v-H' =0. (6.8)

Cele 2" combinatii liniare ale liniilor matricei H formeazi un cod
bloc liniar (1,7 — k), notat cu ¥, si numit codul dual al lui 7. Codul dual ¥,
este spatiul nul al codului bloc liniar V" generat de matricea G, adica, pentru
orice velV siorice wel,, v-w=0. Prin urmare, o matrice de control

pentru codul bloc liniar V este o matrice generatoare pentru codul dual V.
Pentru un cod sistematic, a carui matrice generatoare are forma (6.4),
matricea de control se poate scrie:

H=[1,, P’] (6.9)
unde P7 este transpusa matricei P, iar I,; este matricea identitate
(n—k)x(n—k).

Matricea transpusa a lui H se scrie:

HT—IH 6.10
1o | (6.10)

Fie hjlinia jaluiH, 0< j<n—-k-1:

h, :(0,0’..-,1’-",0,p0j,p1j’.."pk—1,j)‘

Fieg;liniaialuiG, 0<i<k—-1 :

gi = (pioapil,”'9pi,n—k_150705”':1.5"':()) .

J
Efectuand produsul scalar, obtinem ca g,-h,=p, +p,; =0.
Aceasta implica faptul ca
G-H =0. (6.11)

Ecuatiile de control date de (6.7b) se pot obtine si cu ajutorul
matricei H. Fie u = (u,,u,,---,u, ;) mesajul de codat. in foma sistematica,
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cuvantul de cod corespunzitor v va fi v =(vy,v .-V, Ugsty, o, ).

Utilizand ecuatia (6.8), obtinem pentru 0< j <n—Fk—1:
v, tugpy; tupy et pry =0 (6.12)

Avand in vedere ca operatiile se efectueazd modulo 2, obtinem
aceleasi ecuatii de control ca si in (6.7b). Prin urmare, un cod liniar (n,k)
este specificat complet de matricea sa de control.

EXEMPLUL 6.1: Cod bloc liniar sistematic (7,4)

1 101 000
1 001 011
01 10T1UO00O0
G= H=/0 1 0 1 1 1 0].
1 110010
0010111
1 01 00 01

Codorul unui cod bloc liniar sistematic (#,k) se poate realiza cu doua
registre de deplasare si cu un numar de porti logice SAU EXCLUSIV.
Schema bloc a codorului care genereazd codul bloc liniar sistematic din
exemplul 6.1 este ardtata in figura 6.3.

7

. registru de mesaj
Intrare u

Uo Uy uz u3

Y
Y
Y

modulator

Y Y Y Rl spre
>\ L) i o L(D(— ’

Vo Vi V2

Y

>
>

registru de control

Fig. 6.3. Circuit de codare pentru codul bloc liniar sistematic (7,4) din exemplul 6.1.
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Mesajul u = (uy,u,,---,u, ,) de codat se deplaseazi in registrul de

mesaj si, simultan, In modulator, care formeaza semnalul de emisie in canal.
Indata ce intregul mesaj va fi intrat in registrul de mesaj, la iesirea celor
(n - k) porti logice SAU EXCLUSIV se formeaza simbolurile de control al

paritatii care sunt inscrise in paralel in registrul de control. Ele sunt apoi
serializate si deplasate in modulator.

Pentru un cod bloc liniar dat, complexitatea circuitului de codare
este proportionala cu lungimea blocului 7.

6.3. STRUCTURA TRELLIS A CODURILOR
BLOC LINIARE

Un cod bloc liniar (n,k) definit pe corpul Galois CG(2) este
caracterizat de matricea de control al paritatii H

H=[h,h,,h,-h, ] (6.13)

unde h; este un vector coloand (n—k)x1. Codul consti din toti vectorii
binari

V=(v0,v1,-~,vi,-~ V ), v, eCG(2) (6.14)

s V-1
astfel incat

vH” =v,h, +vh, +-+v_h,_ =0 (6.15)

n—1

Este util s caracterizam codul si cu ajutorul unui graf orientat numit
trellis. Nodurile acestui graf se numesc sfari, iar ramurile se numesc
tranzitii de stare. Un cod (n,k) poate avea cel mult 2"* stari, starea fiind un
(n—k)—tuplu notat cu Si(/), unde numarul natural / este addncimea trellisului,
iar i este un alt numir natural. Stérile se ordoneaza de la 0 la 2"* — 1, 0 fiind
(n—k)—tuplul cu toate componentele egale cu 0; pentru o adancime / data,
starile se figureazd prin puncte dispuse pe verticald, cel mai sus fiind
punctul corespunzator starii 0.

Exista un singur nod la adancimea 0, notat cu Sy(0), si un singur nod
la adancimea n, notat cu Sy(n). Un drum prin trellisul de lungime L este un
sir de L ramuri. Notdm cu /; multimea indicilor nodurilor de la adancimea /;

ea este o submultime a numerelor naturale {0, L,2,---,2"F = 1}.
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La adancimea / = 0, trellisul nu contine decat un nod, So(0), care este
(n—k)— tuplul avand toate componentele egale cu 0.
Pentru fiecare /=0, 1,---,(n —1), multimea starilor de la adancimea

(I+1) se obtine din multimea nodurilor de la adancimea / prin formula:
S (1+1)=5,()+a/n, (6.16)
pentrutotiiel,, mel,, si je{0,1}, unde ¢/ sunt intrdri binare.

. |1 daca j=1
al = _ (6.17)
0 daca j=0
Prin urmare, pentru fiecare i din /;, se formeaza ramuri, sau tranzitii
de stare, intre nodul S; (/) si doud noduri de adancime (/ + 1), pentru doud

valori binare diferite ] {0,1}, conform cu formula (6.16). Fiecare ramura

se eticheteaza cu valoarea corespunzditoare ;.
La adancimea / = n, nodul final, So(n), este dat de

So(n)=S0(0)+§ai’hi =0 (6.18)

Intrucat atat Sy (1) cét si Sp(0) sunt stari cu toate componentele egale
cu 0, din (6.18) rezulta ca
n-1
> a/h, =0 (6.19)
i=0
Avand insa 1n vedere ca orice cuvant de cod satisface ecuatia (6.15),
identica, evident, cu ecuatia (6.19), rezultd ca numai acele al/ ce constituie

un cuvant de cod vor forma drumuri prin trellis terminate in starea O.
Asadar, orice drum valabil prin trellis corespunde unui cuvant de cod.

Sa remarcam ca, prin metoda de constructie din ecuatia (6.16), se
formeaza in trellis toate n—tuplurile binare posibile, care sunt in numar de 2".
Dar numai 2* dintre acestea sunt cuvinte de cod. Vom elimina, deci, acele
noduri de la care nici un drum nu duce la starea 0 de adancime #, precum si
toate ramurile ce duc la aceste noduri eliminate.

EXEMPLUL 6.2: Pentru codul bloc liniar sistematic (7,4) din exemplul
6.1, se traseaza mai Intai diagrama trellis din figura 6.4, utilizdnd procedura
descrisa mai sus. Din aceasta, se elimina toate nodurile care nu au un drum
ducénd la starea 0 la adancime / = n = 7, precum si toate ramurile ce duc la
nodurile eliminate, rezultand trellisul din figura 6.5.
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Fig.6.4. (A4L)
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Fig.6.5. (A4L)
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6.4. SINDROMUL SI DETECTIA ERORILOR

Fie v =(v,,v,,---,v, ) un cuvant de cod care a fost transmis serial,

bit cu bit, pe un canal zgomotos, utilizindu-se o modulatie binara (de
amplitudine, de frecventd sau de fazd). La receptia bitului v;, pentru
0<i<n-1, demodulatorul, din cauza zgomotului, produce o marime 7,

care poate lua valori intr-un interval continuu, cu alte cuvinte, dacad v; este
un numar intreg, 7; este un numar real. Un alt bloc din receptor decide,
conform unei reguli de probabilitate maxima, daca r; corespunde unui bit de
0 sau de 1. Decizia poate fi ferma sau supla.

Decizia ferma face o alegere transanta intre 0 si 1. Decizia supla tine
seama si de fiabilitatea cu care este ea luatd. In acest capitol, considerdm ci
decizia este ferma, astfel incat, vectorul receptionat r = (ro,rl,m,r ) are

n-1
componente binare. Din cauza zgomotului, r poate fi diferit de v. Definim
vectorul de eroare e drept diferenta dintre vectorul receptionat r si
cuvantul de cod emis v , diferentd care, in cazul simbolurilor binare, este
totuna cu suma:

e=r+v=_(ee,e,) (6.20)

>+ n-1
In cazul unei erori de transmisie, r, #v,, astfel incat e; = 1; daca
decizia este corectd, », =v, si e = 0. Reamintind cd simbolurile sunt

binare, din (6.20) rezultd ca vectorul receptionat r este suma vectoriala
dintre cuvantul de cod emis si vectorul de eroare:
r=v+e (6.21)
Dar componentele vectorului r nu sunt independente, céci prin codare s-a
introdus controlat o redundanta informationald care da receptorului o sansa
de a constata ca s-au produs erori. Pentru un cuvant de cod, este verificatd
ecuatia (6.8). De aceea, la receptionarea unui vector r, decodorul calculeaza
urmatorul (n—k)—tuplu, numit sindromul lui r:
s=r-H =(s0,5,5, ) (6.22)
Este clar ca s =0 dacd si numai daca r este un cuvant de cod; faptul
cd s # 0 este un indiciu clar c¢d r nu este un cuvant de cod si ca, deci, sunt
erori. Daca vectorul de eroare e este identic cu un cuvant de cod diferit de
zero, r contine erori dar s =r-H" =0 astfel ca erorile sunt indetectabile.
Intrucat exista 2* —1 cuvinte de cod diferite de zero, avem toti atatia vectori
incluzand erori nedetectabile. Un astfel de vector determind decodorul sa
facd o eroare de decodare.
Sa scriem (6.22) desfasurat:
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s:(SO’SI’.“’Sn—k—l):

! 0 o - - - 0 |
0 1 0 e 0
0 0 1 - 0
( ) 0 0 0 e 1
=\",N, ar,,,
o I P Po Pn c c  Ponaa | (623)
Do Pu P> o Ppka
Py Py P o Pogga
| Pr1o0 Priy Praz 0 Ptk |

Din (6.23), rezulta componentele sindromului
So =Ty 1k Poo T g Prot " FTh Prap
igl =Kt Poatlhen Put 0 P (6.24)

N r

ka1 = Tkt Tk " Lot Tkt Prpka T F 1 i

EXEMPLUL 6.3: Consideram acelasi cod bloc liniar sistematic (7,4). Fie
r = (r,,7,7,,7,,7,,75.7, ) vectorul receptionat. Sindromul este dat de

$=(80,5,,5,) =

:(r07’3>r2:’37r4>’37r6)

—t e O = OO =
O == = O = O
— e e O = OO
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Sg =Ty + 1y +15 + 7
S, =1 +r 1t

Sy =1, +1, +15 + g

Sindromul poate fi calculat cu circuitul aratat in fig. 6.6.

T R I Y I S R U I

So S S

Fig. 6.6. Circuitul de calcul al sindromului pentru codul bloc liniar sistematic (7,4).

O proprietate interesantd a sindromului s, calculat din vectorul
receptionat r, este cd nu depinde de cuvantul de cod emis v, ci de vectorul
de eroare e. Intr-adevar:

s=r-H =(v+e)H =v-H +e-H".
Dar v-H' =0, astfel c, in definitiv,
s=e-H" (6.25)

Intre componentele sindromului si componentele vectorului de
eroare rezulta, deci, urmédtoarea relatie:
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So =€ t€, 4 PooT €1 ProT " F€ Py

Si=e e, Py te i Pnutte, Py (6.26)

Sn—k—l = en—k—l + en—k ' pO,n—k+1 + e)z—k+1 ' pl,n—k—l +eeet en—l ' pk—l,n—k—l

Se vede ca simbolurile sindromului sunt combinatii liniare ale
simbolurilor de eroare. Ele furnizeaza informatie cu privire la bitii eronati si
pot fi deci utilizate pentru corectia erorilor.

6.5. DISTANTA MINIMA A UNUI COD BLOC

Am construit un cod bloc segmentind sirul bitilor de informatie in
blocuri de cate & bifi si addugand la fiecare bloc, numit mesaj, (n—k) biti
redundanti, rezultand cuvinte de cod. Multimea mesajelor cuprinde toate
blocurile de % biti, de la 00...0 la 11...1, astfel incat existd k-2~ perechi de
mesaje ce difera intre ele printr-un singur bit. Iatd de ce, dacd nu am
introduce bitii redundanti, un singur bit eronat la receptie schimba un mesaj
in altul. Bitii redundanti trebuie sd facd mai diferite intre ele cuvintele de
cod, dand o mai mare sansa receptorului sa le deosebeascd. Vom introduce
deci o masurd a deosebirii dintre cuvintele unui cod.

Ponderea Hamming (sau ponderea, pe scurt) a unui n—tuplu binar
v =(v,,v,,---,v, ) este prin definitie numarul de componente diferite de

> Vi1
zero ale lui v si se noteaza cu p(v). Spre exemplu, ponderea Hamming a lui
v=(1001011)este4. Fie v si w doud n—tupluri. Distanta Hamming (sau
distanta, pe scurt) dintre v si w, notatd cu d (v, w), este prin definitie
numdrul de locuri in care ele difera. Spre exemplu, pentru acelasi v si
w=(1010110),d (v, w)=4. Distanta Hamming este o functie metrica ce
satisface inegalitatea triunghiului. Fie v, w i z trei n—tupluri. Avem:

d(v,w)+d(w,z)>d(v,z) (6.27)

Din definitia distantei Hamming si definitia adunarii modulo 2,
urmeaza ca distanta Hamming dintre doud n—tupluri v si w este egald cu
ponderea Hamming a sumei dintre v §i w:

d(v,w)= p(v+w) (6.28)

Pentru exemplul de mai sus,v+w =(00 1110 1), care are pondere 4.
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Pentru un cod bloc C, se poate calcula distanta Hamming dintre
oricare doud cuvinte de cod distincte. Prin definitie, distanta minima a lui C,
notata cu d,;,, este

d.. =min{d(v,w):v,w e C,v = w} (6.29)

Dar daca C este un cod bloc liniar, suma dintre doua cuvinte este si

ea un cuvant de cod. Din (6.28), rezultd ca distanta Hamming dintre doua

cuvinte de cod este egala cu ponderea Hamming a unui al treilea cuvant de
cod din C. Din (6.29), urmeaza ca

d in zmin{p(V-l-W):V,WeC,v;éw}:

m

6.30
=min{p(z):zeC,z¢0}épmm. (©-39)

Parametrul pmmA{p(z):zeC,z;tO} se numeste ponderea minimd a

codului liniar C. Acest rezultat se exprima in forma urmatoarei teoreme.

TEOREMA 6.1: Distanta minimad a unui cod bloc liniar este egald cu
ponderea minima a cuvintelor de cod diferite de zero.

Utilizand aceasta teoremd, pentru a determina distanta minima a unui
cod bloc liniar, nu avem altceva de facut decat sa vedem care este ponderea
minimd. Codul (7,4) din Exemplul 6.1 are ponderea minima 3, asa Incét
distanta sa minima este egala cu 3.

TEOREMA 6.2: Fie C un cod bloc liniar (n,k) cu matrice de control H.
Pentru fiecare cuvant de cod de pondere Hamming /, exista / coloane ale lui
H astfel incat suma vectoriald a acestor / coloane este egala cu vectorul zero.
Reciproc, daca existd / coloane ale lui H a cdror suma vectoriald este
vectorul zero, exista in C un cuvant de cod de pondere Hamming /.

DEMONSTRATIE
Sa exprimam matricea de cod H in urmatoarea forma:

H=[h,,h,,h, ] (6.31)
unde h; reprezinta coloana i a lui H. Fie v =(v,,v,,---,v, ) un cuvant de

cod de pondere /. Aceasta inseamnd ca v are / componente diferite de zero,

fie ele v,,v,,---,v,, unde 0<j <i, <--<i<n-1. Codul fiind binar,
v, =v, =--=v, =1. Intrucat v este cuvant de cod, conform cu ecuatia

1
1

(6.15), trebuie sa avem:
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0=v-H =vh,+v,-h +-+v  -h |
=v,-h, +v, -h, +--+v, -h, (6.32)
=h, +h, +---+h,
Am demonstrat astfel prima parte a teoremei. Sa presupunem acum
ca h, +h, +---+h, sunt/coloane ale lui H astfel incat
h, +h, +--+h, =0. (6.33)
Sa formam vectorul binar w = (w,,w,,---,w,_, ) ale cirui componente nenule
sunt w; ,w, ,---,w, . Ponderea Hamming a lui w este /. Consideram produsul:
hn—l
=wh, +wh, +---+wh,

w-H =wh,+wh, +-+w

n-1

=h, +h, +---+h,.
Din (6.33), urmeazi ci w-H’ =0. Deci, w este un cuvant de cod de
pondere / din C. Am demonstrat astfel si partea a doua a teoremei.

COROLAR 6.1: Fie C un cod bloc liniar ( #n,k) cu matrice de control H.
Daca nu exista d—1 sau mai putine coloane ale lui H a céror suma sa fie O,
codul are pondere minima cel putin egala cu d.

COROLAR 6.2: Fie C un cod bloc liniar ( n,k) cu matrice de control H.
Ponderea minima (sau distanta minima) a lui C este egala cu cel mai mic
numdr de coloane ale lui H a caror suma este O.

EXEMPLUL 6.4: Pentru codul (7,4) considerat in exemplul 6.1, fiindca
toate coloanele lui H sunt nenule si diferite intre ele, suma a doud coloane
nu poate fi zero. Rezultd ca ponderea minima a acestui cod este de cel putin
3. Observam ca suma dintre coloanele 0, 1 si 3 este O, astfel ca ponderea
minima a codului este chiar 3.

6.6. CAPACITATEA UNUI COD BLOC LINIAR
DE DETECTIE SI DE CORECTIE A ERORILOR

Daca se transmite un cuvant de cod v pe un canal afectat de zgomot
si se produc / erori de bit, vectorul receptionat r va diferi de cel emis in /
componente: d(v,r)=1. Fie d,;, distanta minima a unui cod bloc C, ceea ce
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inseamna ca oricare doua cuvinte de cod difera in cel putin d,,;, componente.
Un numar de d,;,—1 erori de bit sau mai putine nu transforma un cuvant de
cod 1n altul. Cu alte cuvinte, d,;,,—1 erori de bit sau mai putine produc un
vector receptionat r care nu este cuvant de cod din C. Atunci cand
receptorul constatd ca vectorul de cod receptionat nu este cuvant de cod din
C, spunem cd au fost detectate erori. Prin urmare, un cod bloc cu distantd
minima d,,;, poate detecta d,;,—1 erori de bit sau mai putine dintr-un cuvant
de n biti.

Un cod bloc cu distanta minima d,;, garanteazd detectia tuturor
combinatiilor de d,;,—1 erori de bit sau mai putine, dar detecteaza si o mare
parte din combinatiile cu mai multe erori. Intre cei 2”1 posibili vectori de
eroare diferiti de zero, exista 2°~1 care sunt identici cu cele 2°~1 cuvinte de
cod diferite de cuvantul de cod O. Daca zgomotul produce oricare dintre
acesti 2°-1 vectori de eroare, vectorul emis va fi transformat intr-un alt
cuvant de cod w. Sindromul lui w este zero, astfel incat decodorul acceptd w
ca pe cuvantul de cod transmis si face, deci, o decodare incorecta. Prin
urmare, existd 2—1 vectori de eroare nedetectabili si 2"2% vectori de eroare
detectabili.

Notim cu A; numdrul cuvintelor de cod de pondere i din C.
Numerele A4,,4,,---, 4, constituie distributia de pondere a lui C. Pentru un

cod bloc liniar, 40=1, iar numerele de la 4; la 4, _, sunt zero.

Vom calcula probabilitatea ca decodorul sa nu detecteze prezenta
erorilor la transmisia pe un canal binar simetric cu probabilitate de tranzitie
p. Notam cu P, probabilitatea unei erori nedetectabile. O eroare
nedetectabila apare numai atunci cand vectorul de eroare este identic cu un
cuvant de cod diferit de zero din C:

B=3 Ap(i-p)". (6.34)

i=d,

min

EXEMPLUL 6.5: Pentru codul (7.4) considerat in exemplul 6.1, distributia
de pondere este: A,=1, 4, =4,=0, 4,=7, 4,=7, 4, =4, =0, si
A7=1. Probabilitatea unei erori nedetectate este

P, =7p*(1-p) +7p*(1-p)’ +p .
Daci p=107, P,=7-10"°. Asadar, daci transmitem pe un canal binar

simetric cu p =107 un milion de cuvinte de cod, in medie, numai 7 cuvinte
de cod eronate vor trece prin decodor fara a fi detectate.
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Distanta minima d,;, este un numar natural par sau impar. Fie  un
numar natural astfel Incat

2+1<d,. <2+2 (6.35)

Dupa cum vom demonstra, codul C poate corecta toti vectorii de eroare ce
contin ¢ erori de bit sau mai putine. Fie v cuvantul de cod emis, r vectorul
receptionat i w oricare alt cuvant de cod din C. Distantele Hamming dintre
v, r si w satisfac inegalitatea triunghiului:

d(v,r)+d(w,r)=d(v,w) (6.36)
Sa presupunem cd, in cursul transmisiei lui v, apar ¢ erori. Vectorul
receptionat r diferd de v in # componente si, deci, d(v,r) =1¢'. Intrucat v si
w sunt cuvinte de cod din C, avem

dv,w)>d , >2t+1 (6.37)
Din relatiile de mai sus, rezulta ca
d(w,r)>2t+1-1". (6.38)
Din (6.38) urmeaza ca, daca ¢'<t¢,
d(w,r) > t. (6.39)

Inegalitatea (6.39) spune ca, daca a aparut un vector de eroare de ¢ erori sau
mai putine, vectorul receptionat r este mai apropiat ca distantd Hamming de
cuvantul de cod emis v dacét de oricare alt cuvant de cod din C. Pentru un
canal binar simetric, aceasta Inseamnd cd probabilitatea conditionata
P(r | v) este mai mare decat probabilitatea conditionata P(r|w) pentru

w #v. Dacd receptorul aplici o schemd de decodare de probabilitate
maxima, r este decodat drept v, care este cuvantul de cod transmis in
realitate. Prin urmare, erorile sunt corectate.

Pe de alta parte, codul nu poate corecta toti vectorii de eroare
continand / erori cu / > ¢, caci exista cel putin un caz in care vectorul de
eroare continand / erori face ca vectorul receptionat sa fie mai apropiat de
un cuvant de cod diferit de cel transmis 1n realitate. Pentru a arata aceasta,
fie doua cuvinte de cod din C astfel incat

d(v,w)=d

min *

Fie €, si €, doi vectori de eroare ce satisfac urmatoarele conditii:
l.e,+e,=v+w
2. e, si e, nu au biti de 1 n locuri comune.

Evident, avem

p(e1)+p(e2):p(V+W):d(V’W):dmin' (640)
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Presupunem ca se transmite v care este afectat de vectorul de eroare e,.
Vectorul receptionat este

r=v+e,. (6.41)

Distanta Hamming dintre v si r este
d(v,r)=p(v+r)=ple,) (6.42)

Distanta Hamming dintre w §i r este
dw,r)=pw+r)=p(w+v+e, )= ple,). (6.43)

Sd presupunem acum ca vectorul de eroare e, contine mai mult decat ¢ erori,
adica, p(e1 ) > ¢. Tinand seama de (6.35) si de (6.40), obtinem ca

ple,)<t+1. (6.44)
Din (6.42) si (6.43), rezulta ca
d(v,r)>d(w,r). (6.45)

Inegalitatea (6.45) ne spune ca exista un vector de eroare continand / erori
(l > t) care face ca vectorul receptionat sa fie mai aproape de un cuvant de
cod diferit de cel transmis in realitate. Prin aplicarea schemei de decodare de
plauzibilitate maxima, se face astfel o decodare incorecta.

in concluzie, notand cu |(d,, —1)/2] cel mai mare numir natural
mai mic decat (d_, —1)/2, un cod bloc liniar cu distanta minima dmin
garanteazd corectarea tuturor vectorilor de eroare continand
t=|(d,, —1)/2] erori sau mai putine. Parametrul ¢=|(d, . —1)/2] se
numeste capacitatea de corectie a erorilor aleatoare pe care o are codul.

min

6.7. TABLOUL STANDARD SI DECODAREA CU
AJUTORUL SINDROMULUI

Fie vy, v,,---,v Sy cele 2 cuvinte de cod din codul C. Indiferent ce

cuvant de cod este transmis pe canal, din cauza zgomotului, vectorul
receptionat r poate fi oricare din cei 2" vectori definiti pe corpul Galois
CG(2). In vederea decodarii, partitionam multimea celor 2" vectori in
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submultimi D, D,,---,D., = astfel incat cuvantul de cod v; sa fie continut in

21
submultimea D; pentru 0<i<2" —1. Vom fi realizat astfel o bijectie intre
multimea cuvintelor de cod si multimea {Dl. } Regula de decodare pe care o
stabilim este aceea cd, daca vectorul receptionat r se gaseste in submultimea
D;, rezultatul decodarii este v;. Decodarea este corecta daca si numai daca
vectorul receptionat r apartine submultimii D; corespunzatoare cuvantului
de cod transmis. Apartenta vectorilor la submultimi se stabileste dupa cum
urmeaza:

1. Cele 2" cuvinte de cod din C se dispun pe un rand de la stinga la
dreapta incepand cu v, =(0,0,---,0).

2. Din restul de 2"— 2* vectori n-dimensionali, se alege unul, notat
cue,, si se aseaza sub vy Se completeaza al doilea rand adunand
vectorul e, la fiecare cuvant de cod v; din primul rand si se
aseaza suma e, + Vv, sub v,

3. La completarea randului al doilea, se alege un vector neutilizat e,
si se ageazd sub e;. Se aduni e, la fiecare vector de cod v; din
primul rand si se aseaza e, + v, sub e, +v, .

4. Se procedeaza la fel pana ce se vor fi fost utilizati toti vectorii
n-dimensionali.
Rezulta tabloul standard al codului bloc liniar C:

VO :0 V1 [ vl_ vee Vzk,l

€ e1+V1 e,+v, e1+V2,_1
€, e2+V, e2+Vl. e2+V2k71
€, e,+v1 e,+vl. (El-i-Vz,(71
e2»17k7| e2n7k71 + V] U eznfkil + V,- e e2n7k71 + V2k71

Observdm ca suma dintre oricare doi vectori de pe acelasi rand este un
cuvant de cod din C.

TEOREMA 6.3: In acelasi rand al unui tablou standard nu existid doi
vectori identici. Fiecare vector apare intr-un rand $i numai in unul.
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DEMONSTRATIE
Cuvintele de cod sunt distincte, de unde rezultd adevarul din prima parte a
teoremei. Din regula de constructie a tabloului standard, rezulta ca fiecare
vector apare cel putin o datd. Sa presupunem acum ca un vector apare atat
pe randul / cat si pe randul m, cu / < m. Acest vector trebuie sa fie egal cu
e, +v, pentru un i si sd fie egal cu e, +v, pentru un j. Rezulta ca
e, +v,=e,+Vv, siprin urmare e, A =e, +(vi +Vj). Dar v; si v; sunt
cuvinte de cod din C, astfel incat si suma lor este un cuvant de cod, sa
spunem v,. Deci e, =e, +v_, ceea ce implica faptul ca e, este pe randul /,
iar aceasta contrazice regula de constructie a tabloului conform careia e,
primul element de pe randul m, nu trebuie sa fi fost utilizat in vreun rand
precedent. In concluzie, nici un vector nu poate s apard in mai mult decat
un singur rand al tabloului.

In tabloul standard, exista 2" /2* = 2" randuri disjuncte, iar fiecare
rand consta din 2* elemente distincte. Cele 2" randuri se numesc coseturile

codului C, iar primul vector e, din fiecare coset se numeste lider de coset.

Orice element dintr-un coset poate fi luat drept lider de coset. Aceasta nu
schimba elementele din coset, ci doar le permuta.

EXEMPLUL 6.6: Tabloul standard pentru codul bloc liniar sistematic (7,4)
din exemplul 6.1 este dat pe pagina urmatoare.

Asa cum se vede si din exemplul de mai sus, un tablou standard al
unui cod bloc liniar (n,k) constd din 2* coloane disjuncte. Fiecare coloana
constd din 2"* n—tupluri, cel mai de sus fiind un cuvant de cod. Notim cu D;
coloana j a tabloului standard:
+v,} (6.46)

D; = {V./"el TV TV,

in (6.46), v, este un cuvant de cod iar e ,e,,---,e sunt lideri de coset.

2"k
Cele 2* coloane disjuncte se pot utiliza pentru decodare. Si presupunem ci
pe un canal zgomotos se transmite un cuvant de cod v;. Din (6.46), vedem ca
vectorul receptionat r se gaseste in D; dacd vectorul de eroare produs de
canal este un lider de coset. In acest caz, vectorul receptionat r va fi decodat
corect, rezultatul decodarii fiind cuvantul emis v;. Daca insa vectorul de
eroare nu este un lider de coset, decodarea va fi eronati. Intr-a-devir, si
notdm cu e vectorul de eroare produs de canal. El trebuie sa fie in unul din
coseturi si sub un cuvant de cod diferit de zero, s spunem 1n cosetul / si sub
cuvantul de cod v, #0. Atunci e =e, + v, iar vectorul receptionat este

r:Vj+e:e,+(V,.+Vj):e,+vs.
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Tabloul standard
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Vectorul receptionat r se gaseste, deci, in coloana D; si este decodat drept
v,, care nu este cuvantul de cod transmis. Rezultatul este o decodare eronata.
Iatd de ce, decodarea este corectd daca si numai daca vectorul de eroare
produs de canal este un lider de coset. Din acest motiv, cei 2% lideri de
coset (inclusiv vectorul 0) se numesc vectori de eroare corectabili. Aceasta
se exprima in teorema urmatoare:

TEOREMA 6.4: Orice cod bloc liniar (n,k) poate corecta 2"* vectori de
eroare.

Pentru a minimiza probabilitatea unei erori de decodare, drept lideri
de coset se aleg cei mai probabili vectori de eroare. Pe un canal binar
simetric, un vector de eroare de pondere mica este mai probabil decat unul
cu pondere mai mare. [atd de ce, la formarea unui tablou standard, drept
lider de coset se alege un vector cu cea mai mica pondere dintre cei ramasi
disponibili.

S& notam cu o, numarul liderilor de coset de pondere i. Numerele
a,,a,,--,a, constituie distributia de pondere a liderilor de coset. Cunos-
cand aceste numere, putem calcula probabilitatea unei erori de decodare.
Tinand seama cd o eroare de decodare apare daca si numai daca vectorul de
eroare nu este un lider de coset, probabilitatea de eroare pentru un canal
binar simetric cu probabilitate de tranzitie p este

P, =1-Ya,p'(-p)” (6.47)
i=0

EXEMPLUL 6.7: Pentru codul bloc liniar (7.4) considerat in exemplul 6.6,
a,=La =7,jara,=a,=a,=as;=0,=a, =0.
6

Deci, P, =1-(1-p) =7p(1-p)°.
Pentrup =107, avem P, =234-107.

TEOREMA 6.5: Toate cele 2° n—tupluri ale unui coset au acelasi sindrom.
Sindroamele pentru coseturi diferite sunt diferite.

DEMONSTRATIE
Consideram cosetul al cérui lider este e,. Un vector din acest coset este

suma dintre e, si un cuvant de cod v;. Sindromul acestui vector este

(e, +v,)H =¢,H' +vH =¢H". (6.48)
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Egalitatea (6.48) ne spune ca sindromul oricarui vector dintr-un coset este
egal cu sindromul liderului de coset. Prin urmare, toti vectorii dintr-un coset
au acelasi sindrom.

Fie e; si e liderii coseturilor j si / respectiv, unde j < [ Sa
presupunem ca sindroamele acestor doud coseturi sunt egale. Atunci

e H =¢H'

de unde
(ej +e, JH =0.

Aceasta implica faptul ca e, +e, =v, si e, =e, +v,. De aici ar
rezulta cd e; se gaseste in cosetul j, ceea ce contrazice regula de constructie a
unui tablou standard care spune ca un lider de coset trebuie sa nu fi fost
utilizat anterior. Prin urmare, doua coseturi nu pot avea acelasi sindrom.

Sindromul unui n—tuplu este un (n—k)—tuplu si exista 2"* astfel de
(n—k)—tupluri distincte. Din teorema 6.5, rezultd ca este o bijectie de la
multimea coseturilor la multimea sindroamelor. Cum insa liderul de coset
este reprezentantul cosetului, exista si o aplicatie bijectivd de la multimea
liderilor de coset la multimea sindroamelor. Utilizand aceastd bijectie,
putem forma un tablou de decodare mult mai simplu decat un tablou
standard. Tabloul constd in 2"* lideri de coset si In sindromele lor
corespunzatoare. Acest tablou este fie memorat, fie cablat in receptor.

Decodarea unui vector receptionat consta in trei pasi:

Pasul 1. Se calculeaza sindromul luir, r-H” .

Pasul 2. Se identifica liderul de coset e; al carui sindrom este egal cu

r-H”. Se admite ipoteza cd e; este vectorul de eroare
produs de canal.

Pasul 3. Rezultatul decodarii vectorului receptionat r este cuvantul

decod v=r+e,.

EXEMPLUL 6.8: Pentru codul bloc liniar sistematic (7,4) considerat in
exemplele din acest capitol, existd 2° = 8 coseturi si, deci, avem opt vectori
de eroare corectabili (inclusiv vectorul zero). Intrucat distanta minima a
codului este 3, el poate corecta toti vectorii de eroare de pondere 1 sau 0.
Prin urmare, toate cele sapte n—tupluri de pondere 1 plus vectorul de
pondere 0 se pot utiliza drept lideri de coset.
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Tabloul de decodare pentru codul (7,4)

Sindrom Lider de coset
100 1000000
010 0100000
001 0010000
110 0001000
011 0000100
111 0000010
101 0000001

Sa presupunem ca se transmite cuvantul de cod v = (1 00101 1) si
se receptioneaza r = (10 0 111 1). Calculim sindromul lui r:

1 0 0]
010
001
s=(1001111)| 1 1 0|=(011).
0 1 1
111
10 1]

Din tabloul de decodare, vedem ca (0 1 1) este sindromul liderului de coset
e=(0000100). in ipoteza ci acesta este vectorul de eroare produs de
canal, decodam r drept

vV =r+e=(1001111)+(0000100)=(1001011).

Acesta este chiar cuvantul de cod transmis.

Presupunem acum cd se transmite cuvantul de cod
v=(0000000), dar se receptioneaza (1 0 0 0 01 0 0). Calculim
sindromul:

s=r-H =(111).

Din tabloul de decodare, vedem ca acestui sindrom 1ii corespunde

liderul de coset e = (0 00001 0). Drept rezultat, r este decodat drept

v =r+e=(1000010)+(0000010)=(1000110).

a A * A .
Intrucat v nu este cuvantul de cod transmis, receptorul a facut o eroare de
decodare.
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6.8. DECODAREA SUPLA A CODURILOR BLOC

Decodarea codurilor bloc cu ajutorul sindromului si al tabloului
standard opereaza asupra unui vector de receptie r cu componente binare,
ceea ce presupune ca asupra simbolului demodulat se ia o decizie ferma,
care alege intre 0 si 1. In etapa de dezvoltare a electronicii digitale cand au
fost elaborate primele coduri bloc, o prelucrare mai avansata a semnalului
receptionat nu mai era posibild. Intre timp, situatia s-a imbunatitit
practica. In aceastd sectiune, vom vedea avantajele unei decodari suple in
comparatie cu decodarea ferma.

Consideram sistemul de comunicatie reprezentat in fig. 6.6.

Ui

(CODOR | 4 E i,
—>{BLoc —>MAP|__5IMOD|__JcaNAL | DEMOD || DECODOR | |
zgomot

Fig. 6.6. Schema bloc a unui sistem de comunicatie ce decodare supla.

Sirul bitilor generati de sursa de informatie este mai Intai segmentat
in blocuri de lungime &, numite mesaje, iar fiecare mesaj este transformat de
codul bloc intr-un cuvént de cod. Bitii {v;} ai cuvintelor de cod iau valorile

0 si 1 cu egald probabilitate. Ei intrd unul cate unul intr-un modulator de
amplitudine a pulsurilor (MAP) care face ca valorilor 0 si 1 ale bitului v; sa
le corespunda valorile —1 si +1 respectiv ale variabilei d;. Modulatorul MOD
efectueaza o modulatie binard (de amplitudine, frecventa sau fazd), ceea ce
inseamnd cd aplica la intrarea in canal una din doud forme de unda, una
pentru d; = —1, cealalta pentru d; = +1. Vom presupune ca zgomotul introdus
de canal este aditiv, alb si gaussian. Prelucrand forma de unda receptionata,
coruptd de zgomot, demodulatorul DEMOD produce variabila 7;, care poate
lua orice valoare dintr-un interval continuu simetric fatd de 0. Daca
receptorul ia o decizie fermd, r; se compara cu pragul de 0 si se decide ca
bitul emis va fi fost 0 sau 1, decodarea facandu-se apoi algebric, utilizand
sindromul. O stategie mai buna este, insa, de a face o decodare supld. Pentru
aceasta, teoria probabilitatii ne va fi din nou deosebit de utild. S& ne
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reamintim teorema lui Bayes, invdtatd la Cap.l cu prilejul introducerii
probabilitdtii conditionate. Fie 4 si B doud evenimente discrete. Prin
definitie, probabilitatea evenimentului 4 conditionatd de producerea
evenimentului B, notatd cu P(4/B), este egalda cu raportul dintre
probabilitatea comund P(4,B) si probabilitatea evenimentului B, P(B) :

P(4/B)= P4.B) :
P(B)
Schimband intre ele evenimentele A si B, avem de asemenea :
P(B/A4)= P4.B)
P(B)

Teorema (sau regula ) lui Bayes rezultd din cele doud egalitati de mai sus
eliminand P(4,B) :

P(A/B)P(B)=P(B/A)P(4).

Acum, dacd demodulatorul, la timpul discret j, furnizeaza un numar real 7;,
diferit atat de —1 cét si de +1, ce putem afirma despre valoarea d; emisa?
Spunem cd r; este o variabild aleatoare ,,observabild“, caci ea apare la
iesirea demodulatorului ca o tensiune electrica pe care o putem masura. Spre
deosebire de variabila aleatoare de la emisie dj, care ia valori discrete —1 si
+1, variabila aleatoare de la receptie 7; este de tip continuu, astfel incét
trebuie sd o descriem cu ajutorul unei functii de densitate de probabilitate
(fdp). Daca se emite d; = —1, datoritd zgomotului gaussian, functia densitate
de probabilitate a lui 7;, conditionata de emisia lui —1, are forma cunoscutd,
de clopot, cu valoarea medie egald cu —1, pentru care curba 1si are maximul;
similar pentru cazul in care se emite d; = +1. Cele doud functii de densitate
de probabilitate conditionatad sunt reprezentate grafic in fig 6.7.

Fig. 6.7. Functiile de densitate de probabilitate conditionata de
valoarea simbolului emis d;.
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Conform teoriei deciziei, definim doud ipoteze, notate cu /; si /. in
ipoteza [}, a fost emis +1, iar in ipoteza />, a fost emis —1. Regula de decizie,
numita maximum a posteriori (MAP), este urmatoarea:

J

P(d.=+1|rj)121P(dj=—l|rj). (6.49)
I

Relatia (6.49) ne spune ca se confirma ipoteza I, (d ; :+1) daca
P(dj =+1|”_1‘) este mai mare decat P(dj :—l|rj). In caz contrar, se
confirma ipoteza I, (d ;= —1). Utilizand teorema lui Bayes, gdsim expresia

echivalenta:

J J J

p(r1d,=+1)P(d,=+1)2p(r,|d, =-1)P(d,=-1)  (6.50)

De aici, obtinem asa-zisul fest al raportului de probabilitate:

plr,|d, =+1) 1 P(d,=-1)

z (6.51)
p(rj |d/ =-1 1, P(d] =+1)
Echivalent, acesta se poate scrie:
|d. =+D)P(d, =+1) &
p(r;ld; =+)P(d; =+1) 1 6.52)

<
p(r;ld; ==DP(d;=-1) 1,

Luand logaritmul raportului de probabilitate, obtinem o metrica utild numita
log-raport de probabilitate:

(dj:+l|rj) (rj|dj=+1)P(dj:+1)
)= lg{%ﬁﬂ ) “’glﬁm 4, = 1Pld, =)

Din (6.53) rezulta:

:|(6.53)

plr,1d, =+1) Pld, =+1
Ld; |r;)=1og o d, =) +lo _
sau
Ld,|r)=Llr 1d,)+La,). (6.55)

In (6.55), L(d ;| rj) este log-raportul de probabilitate al statisticii de test 7;

obtinute prin masurdtori ale iesirii demodulatorului 7; in conditiile in care se
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va fi transmis d; = +1 sau d; = —1, iar L(d}) este log-raportul de probabilitate
a priori al bitului de date d; la momentul discret j. Pentru a simplifica
notatia, vom rescrie (6.55) astfel:

old,)=c.()+2la,) (6.56)
Notatia L, (r/.) in loc de L(rj | d j) subliniaza faptul ca acest termen este
rezultatul unei misuritori a canalului ficute la receptie. In cazul unui
decodor proiectat pentru un cod bloc sistematic, iesirea supla a decodorului
este egald cu

tld,)=rd )+z.(d,) (6.57)
unde L'(c? j) este log-raportul de probabilitate al bitului de date la iesirea din

demodulator si la intrarea in decodor, iar L, (a?/) este log-raportul de

probabilitate extrinsec, reprezentdnd o cunoastere suplimentard obtinutd in
procesul de decodare datoritd redundantei informationale introduse intre
bitii cuvantului de cod. Prin urmare, log-raportul de probabilitate la iesirea
decodorului este

old,)=r.)+zla,)+L.(d,). (6.58)
Ecuatia (6.58) aratad ca log-raportul de probabilitate la iesirea unui
decodor sistematic are trei termeni, independenti statistic: o masurare a

canalului, o cunoastere a priori a bitului si un log-raport de probabilitate
extrinsec generat de decodor pe baza redundantei introduse prin codare.

lesirea supla a decodorului L(cz/.) este un numar real care asigura att o

decizie ferma cat si fiabilitatea acestei decizii. Semnul lui L(a? j) ne da
decizia ferma, in sensul cd o valoare pozitiva decide ca d; = +1, iar o valoare
negativa, cd d;=— 1.

Modulul lui L(d i) ne aratd fiabilitatea deciziei. Sa renuntdm, pentru

comoditatea scrierii, la indicele de timp discret j. Este convenabil sa
introducem o algebrd a log-raporturilor de probabilitate. Pentru doi biti
statistic independenti d; si d,, definim suma a doud log-raporturi de
probabilitate astfel:

L(d,)BL(d,)=L(d, ®d,) (6.59)
Vom da o forma mai utilizabila acestei relatii adoptand logaritmul natural.
Din algebra lui Boole, stim ca:

d,®d,=d, -d»+d\ -d,

d®d,=d -d,+d -d>
Conform definitiei log-raportului de probabilitate, avem:
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P(d ®d, =+
L(dl(%dz)—lnpgdl@dz :_I;:
1 2
_ o P(di=+1)P(d, = 1)+ P(d, =—1) P(d, = +1) _ 660
P(d,=+1)P(d, =+1)+P(d, =-1)P(d, =-1)
P(d, =+1)+P(d2 =+1)
_ P(d=-1) P(d,=-1) "% %)
1+P(d1 =+1) P(dy=+1) = 14"
P(d,=-1) P(d,=-1)

Din (6.60), se obtine o formuld aproximativa utila daca L(d)) si L(d>) difera
mult ca marime:

L(d,)BL(d, )= (-1)xsgn[L(d, )|x sgn[L(d, )]x min( L(d, )1, L{d, )]} (6.61)
Conform cu (6.61), avem:
L(d)Boo=-L(d) (6.62a)
si
L(d)Bo=0 (6.62b)
Pentru semnalul 7;, obtinut prin demodulare la timpul discret j, avem:

1 1[r —1]2
L<r>-m[p<4'df=“>]_m SACLE NS
e\"j ) -

_ 2]
p(rj 14, __1) exp —1(73 +1J (6.63)

1
o2 2

2 2
1 rf—l 1 rj+1 2
=5~ = ==
2\ o 2\ o o

EXEMPLUL 6.9: Consideram acelasi cod bloc liniar sistematic (7,4) ca in
toate exemplele precedente. Fie (uO JUy U, ,u3) mesajul emis la timpul j si

(Co>€15CyrCynCy,C5,¢, ) cuvantul de cod respectiv. Utilizand matricea
generatoare G din exemplul 6.1, obtinem:

c =1,
¢, =u, Qu, Du,

c,=u
¢ =u,Qu, Du,

Cs = U,

¢, =u, Qu, Du,
Cs = U,
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Ceea ce ne intereseazd, este sd decoddm corect bitii de informatie c,,c,,c;
st ¢,. La decodare, trebuie sa contribuie si bitii de paritate c,,c, st c¢,. Din
egalitatile de definitie ale acestora, obtinem:
u, =u,du, D,
u,=u, ®c,dc,
u, =u,du, D¢,
u,=u, ®c, D,
u,=u, Qu, dc,
u,=u;®c, D¢
u, =u, ®c, D¢,
u =u,®dc,dDc,
=u,®c,®c
Uy =Uy WECDC
Vom utiliza aceste expresii pentru a calcula log-raporturile extrinseci.
Vedem ca pentru fiecare bit de informatie, exista cel putin doua expresii, dar
ele nu sunt statistic independente, cédci includ variabile comune. De
exemplu, ambele expresii pentru uy depind de c;.
Pentru simplitate, in acest exemplu, consideram c& variatia

zgomotului o este egali cu 1, astfel incat
L, (r ; ) =2r;.

Sa presupunem ca emitem cuvantul de cod (1 1 0 0 1 0 1). Daca exprimam
bitii drept valori de tensiune +1 si —1, secventa transmisa este: +1 +1 —1 —1
+1 -1 +1.
Codul bloc liniar sistematic (7,4) poate corecta o eroare pe cuvant de
cod, utilizdnd decodare ferma. Pentru a vedea ce se Intdmplad daca aplicdm o
decodare supla, sd considerdm cd zgomotul eroneazd nu unul, ci doi biti,
secventa receptionata (la iesirea demodulatorului) fiind:
0,75; 1,25;-0,93; 0,1; 0,83; —0,78; —0,15.
Bitii sunt emisi cu aceeasi probabilitate, astfel incat L(d j)z 0 pentru toti

bitii. Vom calcula mai intai L, (rj ): 2r,.

L (r)=+40,2
Lc(r0)=1’5 0(3)

L. (r,)=1,66
L(r)=25

Lc(”S):_l’56
L(r,)=-1,86

L. (r)=-0,3.

Operatia notatd cu B fiind asociativa, din (6.61) obtinem:
L(dl )EH L(dz ) B L(ds ):

= sgn[L(dl )]x sgn[L(d2 )]X sgn[L(d3 )]X min(| L(dl ) | L(dz ) | L(ds ))
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Calculam log-raportul de probabilitate extrinsec pentru cei patru biti de

ege,

u,=u, ®c, dc,

avem
L,(uy)=L.(r,)BL.(r,)BL(r,)=-15.
Cu ecuatia
Uy =u, ®c, D,
avem

Le(“o): Lc(rl)ELc(rz)ELc(rﬁ):
= (+)=)~1)min(2,5; 1,86; 0,3) = +0,3

Cu prima valoare calculatd, obtinem corectarea erorii de bit din locul
¢y =u,, caci

L(i)= L. (o) + L, (u,)= 0.1~ 15 = ~1.4
sgn (—-1,4) =-1 (corect)

Cu cea de a doua ecuatie, in care intervine un alt bit eronat, ¢, s-ar obtine o
decodare gresita. Totusi, comparand fiabilitatile, fiindca 1,5 > 0,3, se alege
solutia data de prima ecuatie.

Pentru bitul u,, cu ecuatia:

u, =u, ®c, D,
obtinem
L (uy)=L.(r)BL(r)BL ()
= —min(1,5; 2,5; 0,3) = 0,3
Cu aceasta,

L(,) =L, (u,)+L,(u,)=1,66-03 =136

Decodarea se face corect, desi contributia extrinseca este negativd. Cu
ecuatia a doua,

u, =u,®c, d®c,

avem
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L,(u)=L,(r)BL,(r,)BL,(r,)=-min(1,5; 1,86; 0,2)=-0.2.
Deci
L(i,)=L,(u,)+L,(u,)=1,66—0,2 =146
Si cu a doua ecuatie, contributia extrinseca a redus fiabilitatea deciziei, care
rdmane 1nsa corecta.
Pentru u,, cu prima ecuatie,
u, =u, Qu, ®c,
avem
L, (u2 ) =L, (ro ) BL. (r3 ) BL. (r6 ) = —min(l,S; 0,2; 0,3) =-0,2
Deci
L(i,)=L,(u,)+L,(u,)=-1,55-02=~-175.
Aceasta ne da decodarea corectd u, =—1.
Cu ecuatia a doua,
u, =u, du, D,
avem
L(u,)=L.(r,)BL.(r,)BL,(r,)=+min(2,5; 0,2; 1,66) = 0,2
Deci
L(i,)=-1,55+02 = -1,35.
Desi da decodare corectd, nu este luata in considerare caci fiabilitatea 1,35
este mai mica decét cea dinainte, de 1,75.
Avem si 0 a treia ecuatie:
u, =u, Qu, dc,.
Cu aceasta,
L, (u,)=L (r,)BL.(r,)BL,(r,) = min(186; 1,66; 0,3)=03.
Cuea,
L(i,)=-1,55+03=-1,25.
Se obtine o decizie corectd, dar fiabilitatea rimane inferioara celei asigurate
de prima ecuatie. In sfarsit, pentru u3, cu prima ecuatie,
u, =u, ®c, dc,
avem:
L,(u,)=L,(r,)BL,(r,)BL,(r,)=min(L5; 2,5, 1,66)=15.
Deci

L(HA:,,): Lc (u3)+Le(u3): _0’3 +1’5 = 152 .
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Aceasta valoare asigura decodarea corectd a unui bit care a fost receptionat
eronat (—0,15).
Cu a doua ecuatie,

u, =u, dc, dc,

L,(uy)=L.(r,)BL(r,)BL,(r,)=—-min(2,5; 1,86; 0,2)=-0,2.

Aceasta ne da
L(d,)=-0,3-0,2=-0,5

ceea ce ar duce la o decodare gresita a bitului us, dar fiabilitatea 0,5 este mai
mica decat a celeilalte decizii, cea corecta, care este deci preferata.

Prin acest exemplu, am ardtat ca se pot corecta doua erori de bit
dintr-un cuvant de cod de sapte biti, ceea ce nu este posibil cu o decodare
ferma, de tip algebric.

6.9. MODIFICARI SIMPLE ALE UNUI COD LINIAR

Nu toate codurile bloc liniare (n,k) sunt la fel de performante. Pentru
o lungime data & a blocului de mesaj, capacitatea de detectie si de corectie a
unui cod bloc este determinatd de numarul bitilor de control (n—k). De
exemplu, pentru k£ = 4, am vazut ca lungimea minima a cuvantului de cod n
trebuie sa fie 7 pentru a se putea corecta o eroare de bit. Daca inginerul ce
proiecteaza un sistem de comunicatie intentioneaza sa-i mareasca fiabilitatea
prin utilizarea unui cod detector si corector de erori, nu este neaparat s
elaboreze un cod ad hoc, caci poate gasi coduri ,,.bune* 1n cartile de teoria
coddrii, cu conditia ca un astfel de cod performant sd se potriveasca
aplicatiei date. Sa presupunem ca sursa debiteaza bitii deja grupati in blocuri
de o anumitd lungime, de exemplu, 8. Atunci este, desigur, avantajos sa
alegem un cod pentru care k este egal cu aceastd lungime. Ce facem Insd
daca nu gasim asa ceva?

Ei bine, prin modificari simple, un cod deja proiectat poate fi
refolosit intr-o aplicatie particulari. In cazul unui cod liniar, orice
modificare corespunde unei schimbari operate asupra matricei generatoare
G: putem adduga sau elimina o linie sau o coloand, sau si o linie si o
coloana.
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Marirea lungimii cuvantului de cod n se numeste extindere, iar
acesta se poate face in doud feluri: prin lungire daca se mareste k& sau prin
expandare daca se mareste (n—k).

Exista sase schimbari de baza ce se pot face:

1. Expandarea unui cod este marirea lungimii prin adaugarea mai

multor biti de control. Prin aceasta, creste dimensiunea mai mare
a matricei generatoare.

2. Lungirea unui cod este madrirea lungimii prin addugarea mai
multor biti de informatie. Prin aceasta, ambele dimensiuni ale
matricei generatoare cresc cu acelasi numar.

3. Puncturarea unui cod este reducerea lungimii prin eliminarea
unor biti de control. Prin aceasta, dimensiunea mai mare a
matricei generatoare descreste.

4. Scurtarea unui cod este reducerea lungimii prin eliminarea unor
biti de informatie. Prin aceasta, ambele dimensiuni ale matricei
generatoare descresc cu acelasi numar.

5. Augmentarea unui cod este marirea numarului bitilor de
informatie fara a schimba lungimea. Prin aceasta, creste
dimensiunea mai mica a matricei generatoare.

6. Expurgarea unui cod este micsorarea numadrului bitilor de
informatie fara a schimba lungimea. Prin acesta, scade
dimensiunea mai mica a matricei generatoare.

Deseori, un cod bloc (n,k) se noteaza (n,k,dp), unde dy este distanta
Hamming minima. Orice cod binar (n,k,dy) pentru care distanta minima dy
este un numar natural impar poate fi expandat pentru a obtine un cod
(nt+1,k,dyt+1) prin adaugarea unui bit care sa fie suma modulo 2 a tuturor
celor n componente ale cuvantului de cod. Aceasta este din cauza ca, daca
un cuvant de cod din codul initial are pondere impara, noul bit va fi un unu.
Iata de ce, toate cuvintele de cod de pondere dy devin cuvinte de cod de
pondere dy+1.



